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一类具饱和发生率的时滞 ＳＥＩＲ传染病模型的分析
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摘　要：提出并分析了一类具有饱和发生率的时滞ＳＥＩＲ传染病模型，定义了基本再生数 Ｒ０。通过分析系统对
应的特征方程，得到了无病平衡点Ｐ０和地方病平衡点Ｐ 的局部渐近稳定性。进一步，通过比较原理和构造李

雅普诺夫函数，得出：当Ｒ０＜１时，无病平衡点Ｐ０是全局渐近稳定的；当Ｒ０＞１时，地方病平衡点Ｐ 是持久
的。
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　　传染病是危害人类身体健康，威胁人类生命安
全的重要疾病［１］。长期以来，人们与各种传染病

作斗争，运用多种方法研究传染病的发病机理和传

播规律，从而控制和消除传染病［２］。为了合理描述

疾病的传播机理，发生率起了至关重要的作用。

ＭｅｎａＬｏｒｃａ等［３］ 研 究 了 具 有 双 线 性 发 生 率

βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）和标准发生率βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）Ｎ（ｔ） 的ＳＩＲＳ传染病

模型，其中Ｎ（ｔ）＝Ｓ（ｔ）＋Ｉ（ｔ）＋Ｒ（ｔ）。但这两种
发生率有一个共性，就是传染者数量是按线性增长

的，这显然对于某些传染病而言是有局限的。于是

学者们又提出了非线性发生率［４－６］，其中 Ｃａｐａｓｓｏ
等［４］研究了１９７３年蔓延在巴里的霍乱。考虑了非

线性的饱和发生率
βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）
１＋αＩ（ｔ）

，这种发生率可以包

括行为变化和群体效应，相对于双线性发生率和标

准发生率更符合实际，而且可以选择合适的参数控

制接触率的无界性。

在实际生活中，流行病一般会有一个潜伏期，

即当易感者与染病者接触感染后，首先携带病毒，

但是病毒并不是立即暴发，而是经过一段时间才发

病且进入染病者群，这一过程在数学模型中通常用

时滞来体现。

目前，已有不少学者研究了具有各种非线性发

生率和时滞的传染病模型［７－１４］。本文讨论了具有饱

和发生率和时滞的ＳＥＩＲ传染病模型
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Ｓ′（ｔ）＝Ａ－βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＩ（ｔ）
－μＳ（ｔ），

Ｅ′（ｔ）＝βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＩ（ｔ）
－βｅ

－μτＳ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋αＩ（ｔ－τ）

－μＥ（ｔ），

Ｉ′（ｔ）＝βｅ
－μτＳ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋αＩ（ｔ－τ）

－（μ＋ｒ）Ｉ（ｔ），

Ｒ′（ｔ）＝ｒＩ（ｔ）－μＲ（ｔ















）

（１）
其中Ｓ（ｔ），Ｅ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ）分别表示在ｔ时刻的易
感者、潜伏者、染病者和移出者。设Ａ表示人口的
常数输入率，β表示疾病的发生率系数，μ表示各类
人群的自然死亡率系数，ｒ表示染病者的自然恢复
率系 数，τ为 时 滞，表 示 疾 病 的 潜 伏 期，
βｅ－μτＳ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋αＩ（ｔ－τ）

表示在 ｔ－τ时刻染病但在 ｔ

时刻仍然存活的染病者数量。假定常数 Ａ，β，μ，ｒ，τ
均为正数。

系统 （１）满足初始条件：
Ｓ（θ）＝φ１（θ），Ｅ（θ）＝φ２（θ），
Ｉ（θ）＝φ３（θ），Ｒ（θ）＝φ４（θ），
φｉ（θ）≥０，θ∈［－τ，０］，
φｉ（０）＞０（ｉ＝１，２，３，４） （２）

其中（φ１（θ），φ２（θ），φ３（θ），φ４（θ））∈Ｃ（［－τ，０］，
Ｒ４＋０），表示从区间［－τ，０］到Ｒ

４
＋０且具上确界范数

的Ｂａｎａｃｈ空间的连续泛函，Ｒ４＋０＝｛（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）：
ｘｉ≥０，ｉ＝１，２，３，４｝。

由泛函微分方程的基本理论知识可知［１５］，系

统 （１）存在唯一满足初始条件 （２）的解 （Ｓ（ｔ），
Ｅ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ）），且对任意ｔ≥０，都有Ｓ（ｔ）＞０，
Ｅ（ｔ）＞０，Ｉ（ｔ）＞０，Ｒ（ｔ）＞０。

１　局部稳定性
显然，系统 （１）总有一个无病平衡点Ｐ０（Ｓ０，

０，０，０），其中Ｓ０＝
Ａ
μ
。若Ａβｅ－μτ＞μ（μ＋ｒ），则系

统 （１）有唯一的地方病平衡点 Ｐ（Ｓ，Ｅ，Ｉ，
Ｒ），

Ｓ＝（μ＋ｒ）ｅ
μτ（１＋αＩ）
β

，Ｉ＝Ａβｅ
－μτ－μ（μ＋ｒ）

（μ＋ｒ）（μα＋β）
，

Ｅ ＝（ｅ
μτ－１）（μ＋ｒ）

μ
Ｉ，Ｒ ＝ｒＩ



μ
　　令

Ｒ０ ＝
Ａβｅ－μτ

μ（μ＋ｒ）
Ｒ０称为系统 （１）的基本再生数。显然，当Ｒ０＞１
时，地方病平衡点Ｐ存在；当Ｒ０＜１时，地方病

Ｐ 不存在。
在本节，我们通过方程 （１）对应的特征方程

来讨论无病平衡点 Ｐ０（Ｓ０，０，０，０）和地方病平衡点
Ｐ（Ｓ，Ｅ，Ｉ，Ｒ）的局部渐近稳定性。

引理１　对方程 （１）满足初始条件 （２）的
任意解（Ｓ（ｔ），Ｅ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ）），有

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｎ（ｔ）＝Ａ

μ
　　证明　令Ｎ（ｔ）＝Ｓ（ｔ）＋Ｅ（ｔ）＋Ｉ（ｔ）＋Ｒ（ｔ），
则系统 （１）化为

Ｎ′（ｔ）＝Ａ－μＮ（ｔ）

因此，ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｎ（ｔ）＝Ａ

μ
。

根据生物学意义，Ｄ＝｛（Ｓ，Ｅ，Ｉ，Ｒ）｜Ｓ（ｔ）＞

０，Ｅ（ｔ）＞０，Ｉ（ｔ）＞０，Ｒ（ｔ）＞０，Ｎ（ｔ）≤ Ａμ
｝是系

统 （１）的正向不变集。
注意到 Ｒ（ｔ）在系统 （１）的前三个方程中均

未出现，则系统 （１）可通过系统 （３）来研究。

Ｓ′（ｔ）＝Ａ－βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＩ（ｔ）
－μＳ（ｔ），

Ｅ′（ｔ）＝βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＩ（ｔ）
－βｅ

－μτＳ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋αＩ（ｔ－τ）

－μＥ（ｔ），

Ｉ′（ｔ）＝βｅ
－μτＳ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋αＩ（ｔ－τ）

－（μ＋ｒ）Ｉ（ｔ











 ）

（３）
　　定理１　若 Ｒ０ ＜１，则系统 （３）的无病平衡
点Ｐ０（Ｓ０，０，０）是局部渐近稳定的；若 Ｒ０ ＞１，则
Ｐ０（Ｓ０，０，０）是不稳定的。

证明　系统 （３）在无病平衡点 Ｐ０（Ｓ０，０，０）
处线性化近似系统为：

Ｓ′（ｔ）＝－μＳ－βＳ０Ｉ，

Ｅ′（ｔ）＝－μＥ（ｔ）＋βＳ０Ｉ－βｅ
－μτＳ０Ｉ（ｔ－τ），

Ｉ′（ｔ）＝βｅ－μτＳ０Ｉ（ｔ－τ）－（μ＋ｒ）Ｉ（ｔ
{

）

（４）
其对应的特征方程为

（λ＋μ）２（λ－βＳ０ｅ
－（μ＋λ）τ＋μ＋ｒ）＝０ （５）

显然，方程 （５）总有一个负实根 λ＝－μ。方程
（５）其余的根均取决于下列方程

ｇ（λ）＝λ－βＳ０ｅ
－（μ＋λ）τ＋μ＋ｒ

当Ｒ０ ＜１，令ｇ（λ）＝０，于是
βＡｅ－（μ＋λ）τ

μ（λ＋μ＋ｒ）
＝１ （６）

若Ｒｅ（λ）≥０，则

１＝ βＡｅ－（μ＋λ）τ

μ（λ＋μ＋ｒ）
≤ βＡｅ－μτ

μ（μ＋ｒ）
＜１

２５
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得出矛盾。这表明当Ｒｅ（λ）≥０时方程 （６）没有
根。因此，方程 （６）所有的根均具有负实部，所
以，当Ｒ０ ＜１时，Ｐ０是局部渐近稳定的。

当Ｒ０ ＞１时，ｇ（０）＝－βＳ０ｅ
－μτ＋μ＋ｒ＝－β

Ａ
μ
ｅ－μτ＋μ＋ｒ＜０，ｇ（＋∞）＝＋∞。因此ｇ（λ）至

少有一个正实根，故Ｐ０是不稳定的。
定理２　若 Ｒ０ ＞１，则系统 （３）的地方病平

衡点Ｐ（Ｓ，Ｅ，Ｉ）是局部渐近稳定的。
证明　系统 （３）关于地方病平衡点 Ｐ（Ｓ，

Ｅ，Ｉ）的线性化近似系统为

Ｓ′（ｔ）＝－ βＩ

１＋αＩ
＋( )μＳ－ βＳ

１＋αＩ
Ｉ，

Ｅ′（ｔ）＝ βＩ

１＋αＩ
Ｓ－ βＩ

１＋αＩ
ｅ－μτＳｔ－( )τ＋

　 βＳ

１＋αＩ
Ｉ－ βＳ

１＋αＩ
ｅ－μτＩｔ－( )τ－μＥ（ｔ），

Ｉ′（ｔ）＝ βＩ

１＋αＩ
ｅ－μτＳｔ－( )τ＋

　 βＳ

１＋αＩ
ｅ－μτＩｔ－( )τ－（μ＋ｒ）

















 Ｉ

（７）
系统 （７）对应的特征方程为
（λ＋μ）（λ２＋ａ１λ＋ａ２λｅ

－λτ＋ａ３ｅ
－λτ＋ａ４）＝０

（８）
其中

ａ１ ＝２μ＋ｒ＋
βＩ

１＋αＩ
，ａ２ ＝－

βＳｅ－μτ

１＋αＩ
，

ａ３ ＝－
μβＳｅ－μτ

１＋αＩ
，ａ４ ＝（μ＋ｒ）μ＋

βＩ

１＋αＩ( )
显然，方程 （８）总有一个负实根 λ＝－μ。方程
（８）其余的所有根均取决于下列方程：

λ２＋ａ１λ＋ａ２λｅ
－λτ＋ａ３ｅ

－λτ＋ａ４ ＝０ （９）
根据文献 ［１６］，超越方程 （９）有正实部的根当
且仅它有纯虚根。令 λ＝ｉω（ω＞０）是方程 （９）
的一个纯虚根，将其实部与虚部分离得

ａ２ωｓｉｎωτ＋ａ３ｃｏｓωτ＝ω
２－ａ４

ａ２ωｃｏｓωτ－ａ３ｓｉｎωτ＝－ａ１{ ω
（１０）

再将方程 （１０）的两个方程分别平方后相加得
ω４＋（ａ２１－ａ

２
２－２ａ４）ω

２＋ａ２４－ａ
２
３ ＝０（１１）

令ω２ ＝ｚ，则方程 （１１）变为
ｚ２＋（ａ２１－ａ

２
２－２ａ４）ｚ＋ａ

２
４－ａ

２
３ ＝０ （１２）

由于

ａ２１－ａ
２
２－２ａ４ ＝ ２μ＋ｒ＋ βＩ

１＋αＩ( )
２

－

βＳｅ－μτ

１＋αＩ( )
２

－２（μ＋ｒ）μ＋ βＩ

１＋αＩ( ) ＝

（μ＋ｒ）２＋ μ＋ βＩ

１＋αＩ( )
２

－ βＳｅ－μτ

１＋αＩ( )
２

从系统 （３）的第三个方程可得
βＳｅ－μτ

１＋αＩ
＝μ＋ｒ

因此

ａ２１－ａ
２
２－２ａ４ ＝ μ＋ βＩ

１＋αＩ( )
２

＞０

由于

ａ４－ａ３ ＝（μ＋ｒ）
βＩ

１＋αＩ
＋( )μ＋μβＳｅ

－μτ

１＋αＩ
＞０，

ａ４＋ａ３ ＝（μ＋ｒ）μ＋
βＩ

１＋αＩ( ) －μβＳ
ｅ－μτ

１＋αＩ
＝

（μ＋ｒ）μ＋ βＩ

１＋αＩ( ) －μ（μ＋ｒ）＝
（μ＋ｒ） βＩ

１＋αＩ
＞０

从而

ａ２４－ａ
２
３ ＝（ａ４－ａ３）（ａ４＋ａ３）＞０

所以方程 （１２）没有正实根，相应地，方程 （９）
的任意根均具有负实部。因此，若Ｒ０ ＞１，则系统
（３）的地方病平衡点Ｐ 是局部渐近稳定的。

２　无病平衡点Ｐ０的全局渐近稳定性

定理 ３　若 Ｒ０ ＜１，则系统 （１）的无病平衡

点Ｐ０（Ｓ０，０，０，０）是全局渐近稳定的。
证明　设 （Ｓ（ｔ），Ｅ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ））系统 （１）

的满足初始条件 （２）的任意解。对ｔ≥τ，定义如
下函数

Ｖ（ｔ）＝Ｉ（ｔ）＋βｅ－μτ∫
ｔ

ｔ－τ

Ｓ（ｕ）Ｉ（ｕ）
１＋αＩ（ｕ）

ｄｕ

则Ｖ（ｔ）关于系统 （１）的导数为
ｄＶ
ｄｔ＝

ｄＩ
ｄｔ＋βｅ

－μτＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）
１＋αＩ（ｔ）

－

βｅ－μτＳ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）１＋αＩ（ｔ－τ）
＝

－（μ＋ｒ）Ｉ（ｔ）＋βｅ－μτＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＩ（ｔ）≤

－（μ＋ｒ）Ｉ（ｔ）＋βｅ－μτＡμ
Ｉ（ｔ）＝

βｅ－μτＡμ
－μ( )－ｒＩ（ｔ）≤０

当 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｖ（ｔ）＝０时，ｌｉｍ

ｔ→＋∞
Ｉ（ｔ）＝０。由系统 （１）得，

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｓ（ｔ）＝Ａ

μ
，ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｅ（ｔ）＝０，ｌｉｍ

ｔ→＋∞
Ｒ（ｔ）＝０。

３５
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３　系统 （１）的持久性
在本节，我们将证明当 Ｒ０ ＞１时，系统 （１）

是持久的。

引理２　系统 （１）的满足初始条件 （２）的任
意解（Ｓ（ｔ），Ｅ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ）），有

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→＋∞

Ｓ（ｔ）≥ μＡ
βＡ＋μ２

≡η１

　　证明　由 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｎ（ｔ）＝Ａ

μ
可得，对任意充分小

的ε，总存在一个足够大的 ｔ１，使得当 ｔ≥ ｔ１时，

Ｉ（ｔ）≤ Ａμ
＋ε。于是当ｔ≥ｔ１＋τ时，

Ｓ′（ｔ）≥Ａ－ β Ａ
μ
＋( )ε＋[ ]μＳ（ｔ）

显然

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→＋∞

Ｓ（ｔ）≥ Ａ

β Ａ
μ
＋( )ε＋μ

由于ε充分小，因此

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→＋∞

Ｓ（ｔ）≥ Ａ

βＡμ
＋μ
＝ μＡ
βＡ＋μ２

≡η１

　　引理３　当 ｔ充分大时，Ｉ（ｔ）≤ ｑＩ 是不可能
的。

证明　由于 Ｓ ＜Ａ
μ
，因此对某个 ｑ（０＜ｑ＜

１），有Ｓ ＜ Ａ
μ＋βｑＩ

，从而存在一个充分大的ｄ（ｄ

≥０），使得

Ｓ ≤ Ａ
βｑＩ ＋μ１－ｅ

－（βｑＩ＋μ）( )ｄ ≡珔Ｓ （１３）

用反证法，假设引理３不成立，则存在一个 ｔ０，使
得当ｔ≥ｔ０时，Ｉ（ｔ）≤ｑＩ。

通过系统 （１）的第一个方程得

Ｓ′（ｔ）＝Ａ－βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＩ（ｔ）
－μＳ（ｔ）≥

Ａ－（βｑＩ ＋μ）Ｓ（ｔ），ｔ≥ｔ０ （１４）
因此，对某个ｔ（ｔ≥ｔ０＋ｄ），由式 （１４）得

Ｓ（ｔ）≥Ｓ（ｔ０）ｅ
－（βｑＩ＋μ）（ｔ－ｔ０）＋Ａ∫

ｔ

ｔ０
ｅ－（βｑＩ＋μ）（ｔ－θ）ｄθ＞

Ａ
βｑＩ ＋μ１－ｅ

－（βｑＩ＋μ）（ｔ－ｔ０( )） ＞

Ａ
βｑＩ ＋μ１－ｅ

－（βｑＩ＋μ）( )ｄ ≡珔Ｓ （１５）

通过式 （１３）和式 （１５）得
Ｓ（ｔ）＞珔Ｓ＞Ｓ，ｔ≥ｔ０＋ｄ （１６）

当ｔ≥τ时，定义下列函数

Ｖ（ｔ）＝Ｉ（ｔ）＋βｅ－μτ∫
ｔ

ｔ－τ

Ｓ（θ）Ｉ（θ）
１＋αＩ（θ）

ｄθ

对Ｖ（ｔ）求导得
ｄＶ
ｄｔ＝βｅ

－μτＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）
１＋αＩ（ｔ）

－（μ＋ｒ）Ｉ（ｔ）＞

βｅ－μτ Ｓ（ｔ）
１＋αＩ

－μ( )－ｒＩ（ｔ）＝
βｅ－μτ

１＋αＩ
（Ｓ（ｔ）－Ｓ）Ｉ（ｔ） （１７）

令Ｉ＝ ｍｉｎ
θ∈［－τ，０］

Ｉ（ｔ０＋ｄ＋τ＋θ），有Ｉ（ｔ）≥Ｉ，对ｔ

≥ｔ０＋ｄ。否则，存在一个Ｔ≥０，使得当ｔ０＋ｄ≤ｔ
≤ｔ０＋ｄ＋τ＋Ｔ时，有

Ｉ（ｔ）≥Ｉ，Ｉ（ｔ０＋ｄ＋τ＋Ｔ）＝Ｉ，
ｄＩ
ｄｔｔ＝ｔ０＋ｄ＋τ＋Ｔ

≤０

但由系统 （１）的第三个方程得
ｄＩ（ｔ）
ｄｔ ｔ＝ｔ０＋ｄ＋τ＋Ｔ

＝

βｅ－μτＳ（ｔ０＋ｄ＋Ｔ）Ｉ（ｔ０＋ｄ＋Ｔ）
１＋αＩ（ｔ０＋ｄ＋Ｔ）

－（μ＋ｒ）Ｉ＞

βｅ－μτＳ Ｉ
１＋αＩ

－（μ＋ｒ）Ｉ＝ βｅ－μτＳ

１＋αＩ
－μ( )－ｒＩ＝０

显然得出矛盾。因此，对ｔ≥ｔ０＋ｄ，Ｉ（ｔ）≥Ｉ。
由式 （１７）得
ｄＶ
ｄｔ＞

βｅ－μτ

１＋αＩ
（Ｓ（ｔ）－Ｓ）Ｉ，ｔ≥ｔ０＋ｄ＋τ

通过式 （１６），表明 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｖ（ｔ）＝＋∞。另一方面，

Ｖ（ｔ）＝Ｉ（ｔ）＋βｅ－μτ∫
ｔ

ｔ－τ

Ｓ（θ）Ｉ（θ）
１＋αＩ（θ）

ｄθ≤

Ａ
μ
（１＋βτｅ－μτ）

与 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｖ（ｔ）＝＋∞矛盾。因此当 ｔ充分大时，Ｉ（ｔ）

≤ｑＩ 是不可能的。
引理４　若 Ｒ０ ＞１，则系统 （１）的满足初始

条件 （２）的任意解（Ｓ（ｔ），Ｅ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ）），有

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→＋∞

Ｉ（ｔ）≥ｍｉｎｑＩ


２，ｑＩ
ｅ－（μ＋ｒ）{ }τ ＝η２

　　证明　鉴于引理 ３，分两种情况来讨论方程
（１）的正解（Ｓ（ｔ），Ｅ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ））：

情况Ｉ：对充分大的ｔ，Ｉ（ｔ）≥ｑＩ ；
情况ＩＩ：对充分大的ｔ，Ｉ（ｔ）关于ｑＩ 振动。
对情况 Ｉ，显然ｌｉｍｉｎｆ

ｔ→＋∞
Ｉ（ｔ）≥ｑＩ。

现在我们考虑情况ＩＩ。令ｔ１，ｔ２（ｔ０＋ｄ＋τ＜ｔ１
＜ｔ２）充分大，使得
Ｉ（ｔ１）＝Ｉ（ｔ２）＝ｑＩ，Ｉ（ｔ）＜ｑＩ，ｔ１ ＜ｔ＜ｔ２

４５
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由式 （１６）得，当ｔ１＜ｔ＜ｔ２时，Ｓ（ｔ）＞Ｓ。不失
一般性，令ｔ２－ｔ１＝ｈ。由于系统 （１）的正解是一
致有界的，因此 Ｉ（ｔ）是一致连续的。所以存在一
个 ω（０＜ω＜τ，且不依赖于ｔ１的选择，使得当ｔ１

＜ｔ＜ｔ１＋ω时，Ｉ（ｔ）≥
ｑＩ
２。

（ｉ）若ｈ≤ω＜τ，结论显然成立。
（ｉｉ）若ω＜ｈ≤τ，当ｔ１＜ｔ＜ｔ１＋ω时，显然

Ｉ（ｔ）≥ｑＩ


２。下证当ｔ１＋ω≤ｔ＜ｔ２时，Ｉ（ｔ）≥
ｑＩ
２。

由系统 （１）的第三个方程得
Ｉ′（ｔ）≥－（μ＋ｒ）Ｉ（ｔ），

Ｉ（ｔ）≥Ｉ（ｔ１）ｅ
－（μ＋ｒ）（ｔ－ｔ１）＞ｑＩｅ－（μ＋ｒ）τ，ｔ１＋ω≤ｔ＜ｔ２

因此，当ω＜ｈ≤τ时，对ｔ１＜ｔ＜ｔ２，Ｉ（ｔ）≥η２。
　　 （ｉｉｉ）若ω＜τ≤ｈ，由系统 （１）的第三个方
程得，ｔ１ ＜ｔ＜ｔ１＋τ时，Ｉ（ｔ）≥η２。类似上面的证
法，可得ｔ１＋τ＜ｔ＜ｔ２时，Ｉ（ｔ）≥η２。

由于区间［ｔ１，ｔ２］是任意选定的，所以对充分
大的ｔ，有Ｉ（ｔ）≥η２。因此

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→＋∞

Ｉ（ｔ）≥ｍｉｎｑＩ


２，ｑＩ
ｅ－（μ＋ｒ）{ }τ ＝η２

　　定理４　对系统 （１）的满足初始条件 （２）的
任意解 （Ｓ（ｔ），Ｅ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ）），若 Ｒ０ ＞１，则系
统 （１）是持久的。

证明　由 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｎ（ｔ）＝Ａ

μ
可知，系统 （１）的

满足初始条件 （２）的解是最终一致有界的。引理
２和引理４表明 Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ）最终一致有界的。对于
系统 （１）的第二个方程，Ｅ（ｔ）可以表示为

Ｅ（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ－τ
βＳ（ｕ）Ｉ（ｕ）１＋αＩ（ｕ）

ｅ－μ（ｔ－ｕ）ｄｕ

于是

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→＋∞

Ｅ（ｔ）≥
βτη１η２
１＋αη２

ｅ－μτ

由系统 （１）的第四个方程得ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→＋∞

Ｒ（ｔ）≥
ｒη２
μ
。

４　结　论
本文主要讨论了具有饱和发生率的时滞ＳＥＩＲ传

染病模型，得到了无病平衡点Ｐ０的全局渐近稳定性
和地方病平衡点Ｐ 的持久性。当Ｒ０ ＜１时，无病
平衡点Ｐ０是全局渐近稳定的，地方病平衡点Ｐ 不
存在。当Ｒ０＞１时，无病平衡点Ｐ０不稳定而地方病
平衡点Ｐ 是持久的。在以后的工作中，我们可进
一步考虑在原模型的基础上，加入脉冲的情形。
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